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CALCULD ACTUARIAL DE JUBILACIONES

1.- Fondo de Agotamiento. Muchos problemas financieros
se refieren a un fondo del cual se retira periédicamente una suma
Q, formado por un depésito inicial Fg, y a cuyos saldos al fin del pe-
riodo se abonan intereses al tipo r (o sea 100r por ciento). Si Fp, es
el saldo remanente al término del N°© periodo, satisface la ecuacién
en diferencias finitas

Fn+1 = Fn = Q"' Fnr

o bien

B -(1 +r)Fn= -Q

cuya solucién general es la suma del término complementario f, que
obedece a :

fn+ 1—(1+r) fn =0

o sea fn = (1+r)n; y de una constante C, que en este caso vale C =
Q/r, Es decir:
F_ =A(1+0)" + Q/r.
Segiin la condicién inicial (valor F;), A = E, - Q/r; de modo que
E =E, (1 +0) -[(Q/r)] [(1+r P 1]
Esta expresidn reprcsenta una sucesién decreciente y finita debido

‘a la obvia condicién F_> 0. Si el fondo se agota exactamente en K pe-
riodos completos, esto es

Fe=0=F_ (1+r)f _(Q/n) [(1 sk 1]

(1.1 F,=Q.a(k,r)

ent diie
alk,5) =[1 ! (1+r)‘k] /i

Esta funcién se encuentra tabulada en los manuales de matemi4ticas.
financieras para tipos de interés (r) desde 2% anual, generalmente



hasta 8% anual, Para tasas mds altas, pueden construirse las tablas
en un computador electrénico. Para cdlculos de jubilacién, los valores
de k van de 10 a 25 afios, que corresponden a la esperanza de vida a las
edades entre 45 y 60 afios, que son las usuales de retiro.

Dentro de un margen de tolerancia, puede usarse el va-

(1.2) k-k(k-1)r/2 + k(k-1) (k-2) r %6 - k(k-1) (k-2) (k-3)/ 24

como aproximacién para a(k,r), cuando no se dispone de tablas o su
uso es excesivamente dispendioso. El error cometido h es positivo
(por exceso) y estd acotado superior e inferiormente por

(5)-() e ()2 < et (5)-()e) =

Como se ve el error es creciente con r y con k, y tiende a cero cuando
uno u otro lo hace. Para tipos de interés menores de 10% anual (r<0,10),
la acotacidn del error es

(5)- oo Ghocols) et ()01 (ot ()

El error, en todo caso no es siempre despreciable, pues en valor
absoluto siempre es mayor o igual a 1 desde que k>5.

En general, la expresién que debe usarse es (1.1)y solo
por excepcidn puede admitirse una aproximacién como (1.2)

lor

2.- Reserva para jubilados. g| fondo necesario para aten-

der al pago de los N jubilados que ya estén pensionados vale, segin -

@sy: %
(2.1) 1; Pj -a(ei, r);

siendo P; la pénsidén anual del individuo v @=1,2. ..,N)s

Siendo que la edad de personas jubiladas es siempre superior a 50
afios (salvo excepciones muy escasas), a la cual corresponde una vida
media de 20.77 afios * , las vidas medias son, en general, e;< 20
afios, Las investigaciones estadisticas en muchas empresas colom-
bianas indican que unas 3/4 partes de los pensionados tienen mds
de 57 afios de edad, y por lo tanto una vida media de menos de 15
afios,

Las tasas de interés usuales en los cdlculos, de acuerdo
con el costo del dinero, son del 6 al 10% anual,

El célculo de (2.1) puede hacerse directamente, ya sea
en forma manual, usando las tablas corrientes; o en un computador,
al cual puede ddrsele la instruccién de preparar los coeficientes
a (k,e) como subrutina, asi’ como la funcién e (x) que da la vida media

(*) Ver Tabla Colombiana de Mortalidad, 1.957.



e a la edad x, de acuerdo con la tabla colombiana de mortalidad.

Estadi'sticamente la expresién (2.1) puede interpretarse
i: Sea P (P,x) la funcién de densidad del conjunto de asegurados res-
pecto a la pensién P y a la edad x. La reserva es, asf),

P* .x=w
R=Nf P, (P.x)a (el x),t)dedd
Po x=a
en donde P, es el minimo de las pensiones anuales y P* es el m4ximo;
la edad @ es la del pensionado méds joven y w es la edad méxima a
que pueda llegarse. Estos limites deben cumplir las siguientes aco-
taciones: P > $4.000/afio, segin leyes de salario minimo, y conforme
a lo observado en muchas empresas; P*¢  $36.000/ afio, segin ley;
a>50 aflos para mujeres y 55 para hombres; w< 100 afios, segdn ta-
bla de mortalidad, y en muchos casos précticos w< 80 afios.

Después de analizar las colectividades de jubilados en
muchas empresas colombianas puede decirse que précticamente no
hay correlacién entre P y x, o bien que el coeficiente de correlacién
es pricticamente nulo por serlo la varianza conjunta

[f2®x @-B) (x- %) dx, dp
En esas condiciones la funcién de densidad # (P, x) resulta degenerada,

es decir,
B (P, %) = (P) gx)

y la reserva se escribe .p*

w
R =N P.f(P).de glx) a (e dx
P =
o bien

R = S [gx). a(er)dx= S.F(r)

en donde S N_[P f(P).dP =N P ZPl es la suma de las pensiones
anuales de los N. pensionados, y F(r) una funcién de r, positiva, de-
creciente y céncava que en el origen (r = 0) es

F(0) = lim [gx) [1-(1”)-9] dx/r = [ e.gx).dx=e

o sea, el promedio de la vida media esperada, sobre los N pen-
sionados, y expresado en afios.
Para todo r > o,

F(r)= fg(x) l:e—(e+l)r/2f +(e+1)e+2)r 2/3:—...:|dx>o

cuya primera derivada es
(#) Ver Tabla Colombiana de Mortalidad, 1.957.



. F'(x)=- fg(x)e(e+1) [1/2 - 2(e+2)r/30 + 3(e+2)(e+3)r2/4:.]dx<o
y su segunda derivada es

F'"(r)= jg(x)e(eﬂXe#-Z) [2/3:-2x3(e+3)r/4: +
+3x4 (e+3)(2+4)/5:-.. | dx>o0

Para el célculo de estas integrales es necesario conocer
la distribucién de los pensionados de acuerdo con la edad, descrita por
la funcién de densidad g(x), bien sea en forma tabulada numérica-
mente, o mediante una férmula de aproximacién. De todos modos, el
valor de F(r) a las tasas recomendables (entre 6y 10% anual) son
menores que e, cuyo valor suele estar entre los 12 y los 15 afios.
En varios célculos hechos por el autor los valores de F(r) han re-
sultado comprendidos entre 9.5 y 8.50 para valores der entre 6y
10%.

Al aplicar este procedimiento, debe incluirse en los cém-
putos el personal que ya ha cumplido las condiciones para jubilarse
y que estd aun trabajando en la empresa, En tal caso el valor de la
pensién de jubilacién P es funcién del salario anual S, siendo

P = min (0.75 S, M),

recordando que la ley fija un méximo M = $36,000 al afio para dicha
pensién, y en el caso de que la empresa no prevea concesiones extra-
legales para liquidar la pensién. Aunque la posibilidad de retiro de este
personal es aleatoria, en los cdlculos debe considerarsele como de
factibilidad inmediata, siendo generalmente poco numeroso.

3.- Reserva para Retirados jubilables. En algunas empre-
sas se da el caso de personas que se han retirado después de cierto
tiempo de servicio T que les da derecho a reclamar una pensién P
(al afio) cuando alcancen cierta edad y. Si T es mayor o igual a 15
afios y menor que 20, y = 60 afios de edad; si T>20 afios, y es 55
para hombres y 50 para mujeres. En ambos casos la pensidén de ju-
bilacién depende del salario S devengado en el dltimo afio servido:

p = 0,75 (T/ 20 afios) S, si 15 a.£T<20 a,
S0 755 i 20 e,

Una de las funciones descritas en la tabla de mortalidad
es la llamada funcién de supervivencia, 1y, que para cada edad x es
proporcional al ndmero de individuos que sobreviven de una misma
generacién que desde que nace se ve expuesta a los riesgos de defun-
cién dados por las probabilidades de defuncién qyx que da la tabla
para cada edad x. Evidentemente la probabilidad de que una persona
de edad x sobreviva a la edad y es el cuociente ly/1x; y esta es, por



lo mismo, la probabilidad de que su pensién se haga exigible, Esto
ocurriria al cabo de y - x = n afios.

: La reserva R que es necesaria hoy para cada persona,
valdrd

R(1+o)"

cuando se alcance el derecho, capitalizada con una tasa de interés
r. En ese momento debe ser igual a la esperanza estadistica de tener
que pagar una pensién P vitalicia, es decir durante e, afios, que as-
ciende a P. a(e,r). Por lo tanto las reservas totales son

N
(3.1) Z P afe,r) (lx_..n/%x) (1+4r)™"

1

suma que se extiende a todos los N individuos que estén en estas
condiciones, y que cuando se da el caso, son muy pocos., Por esto
mismo n toma muy pocos ‘valores, en razén de lo cual conviene dis-
poner la expresién en la forma

Y Na (1+r)‘“[§; P a(e,rXlx4n/Ix )]

n

siendo N, el nimero de personas correspondientes a cada valor de n:

5 Nye

m

En la prédctica, se ha encontrado que estas reservas equi-
valen a un valor entre 5 y 8 veces mayor que la suma de las pensio-
nes que van a pagarse,

4.- Reserva para personal en servicio., Este es el grupo
méds numeroso en todas las empresas, pero en la mayor parte de ellas
menos de la mitad estdn a 20 afios o menos de jubilarse. Esto se debe
a la gran proporcién de empleados j6évenes y a la rotacién relativa-
mente activa de personal en muchas empresas,

El diagrama anexo es una adaptacién de lo que en demogra-
fifa se denomina diagrama de Lexis-Vincent, construido para mostrar
las relaciones entre la edad de ingreso (x,), la antigiiedad en el ser-
vicio (h), y la edad de cada persona, Llamemos y la edad actual; x la
edad de jubilacién; ti la antigiedad actual; tj la antiguedad de jubila-
cién; n el nimero de afios que faltan para jubilarse; y sea X la edad de
55 afios en hombres y 50 en las mu]eres y sea



Evidentemente

0 i o
t]=x-x0=a]—ao
n =t -t:= x-Y=a -a

Segin la ley, las condiciones necesarias y suficientes
para jubilarse, son, en general,t; = 20 afios y x; = X, En el diagrama
se alcanzan estas condiciones cuando la linea de’duracidn en el servi-
cio de cada persona toca la linea de jubilacién. De aqui’ se deduce que
entre edades, antigiiedades y fechas hay las siguientes relaciones:

i fx ST X QRSN O) ()
\xo F 208, L X XL 00

) {X e 58 XX - 20

Ly 20 e O g
VG ~Gaas o sigee X =000

A% Selloo < gL, ke s X g0

Como se ve, la edad de ingreso xo es sumamente impor-
tante para establecer el nimero de afios que faltan para jubilar a cada
persona, Por las limitaciones legales sobre trabajo de menores es
siempre X, > 15 (afios); y por obvias razones vitales xo < 60 (afios).
En consecuencia la edad de jubilacién es X < x< 80 (afios); y la anti-
giiedad para jubilarse es 20 < < X - 15 (afios). Ademds es obvio
que n <35 (aflos).

Un elemento fundamental en este estudio es el conocimien-
to cuantitativo sobre la movilidad del personal, Para obtenerlo es ne-
cesario hacer un detallado andlisis estadistico sobre los registros de
retiros para establecer la propensién al retiro del personal en fun-
cién de la antigiiedad t y de la edad x: F(x,t). De tal manera, la proba-
bilidad de que una persona se retire a edad entre x; y x, y con an-
tigliedad entre t; yt, serfa

t2 X2
f f B (x,t), dx.d¢

By =1

Ello seria posible también si se conociera la distribucién
del personal de acuerdo con la edad al ingreso y la funcién de perma-
nencia en el trabajo, En la prédctica se ha hallado posible usar una hi-
pStesis simplificada que consiste en asumir que cada afio se retira
una cierta fraccién p (o sea 100 p%) del personal que subsiste. Esto
equivale a atribuir a la funcién de permanencia, la forma exponencial
decreciente,



Ht)i= Ae BF

El pardmetro p suele ser del orden del 5 al 10% anual en empresas
grandes, De acuerdo con esto, la probabilidad de que una persona
continde al servicio de la empresa dentro de n afios es muy aproxi-
madamente igual a (l-p)n.

Otro aspecto critico del problema es el de la evolucién
de salarios en el futuro, Esquivando las problemdticas y dificiles
proyecciones a que pudiera dar lugar una proyeccién adecuada, en la
préctica es suficientemente razonable admitir que crecerdn a un rit-
mo porcentual constante, a la tasa s, es decir, segdn una serie geo-
métrica, cuyos términos crecen de uno a otro en 100 s por ciento.

En cuanto a la pensién que comenzard a devengar dentro
de n afos, al jubilarse, cada empleado serd

(Auo)=¢ P 0,75 S (1ws)?

ignorando la existencia del m&ximo M para P, que solo se aplica a
salarios que al retiro sean de $48,000 al afio o mayores, y que son
una pequefia minoria,

La probabilidad conjunta de sobrevivir hasta la edad ju-
bilable y de permanecer empleado es

n .
(1-p) 1}(/1Y -

y siendo e(x) la vida media a la edad de retiro x, la reserva R para
cada persona debe ser

n
R(1+r)" = P(1-p) a(e,r) /1y
y el monto total de tales reservas vale

N

1-p\n

3 P (——P-l-!-r a(e,r) lyon /1y
1

siendo N el ndmero total de personas cubiertas, Clasificado y orde-

nado el personal en sentido creciente de n, la expresidn anterior

puede ponerse

(4.) zn: C—;f)n[ zyj S. a(e,r). 1y+n/1y]

Por razones de simplificacién que resultan posteriormente
en el cédlculo numérico, conviene partir la sumacién respecto an
que aparece en (4.1) en dos partes: una para n <20 afios y la otra para
n > 20 afios, En el primer caso, las edades actuales de todo el personal
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son y >X - 20 (afios), de manera que la parte correspondiente en la
sumacidn es

w
(42) Ry=0758 B 'S S.a(e,r) Lo/t
n=o =X-20
recordando la (4.0) y poniendo h = h(s,p,r) = (1+sX1-p)/(14r), Con
frecuencia h es un nimero ligeramente menor que I,

La segunda parte de la sumacién es para n >20, y se con-
siderard mds adelante,

La primera parte (4.2) es, desde luego la m4s importante,
aunque generalmente cubre una porcién menor del personal ocupado
por las empresas., Se trata del grupo més antiguo y de mds edad,
mds estable, con mayor salario promedio y que casi siempre devenga
la mayor parte de la nédmina, La mayor responsabilidad financiera de
la empresa es con este personal, mientras que el resto (n>20) estd
en situacidn ya muy aleatoria respecto a una jubilacién futura remota.
Teniendo en cuenta estas consideraciones, y en vista del voluminoso
trabajo numérico que implica la evaluacién de estas férmulas, puede
ser aconsejable limitar los cémputos a la férmula (4.2) para n<20,
y establecer una acotacién superior para el resto del personal, que
formarfa el segundo término de la sumacién total.

Empiricamente, después de hechos los cédlculos, se ha
encontrado que el monto de la suma (4+2) presenta una estrecha co-
rrelacidn proporcional con la suma de salarios del personal que cubre

(% S), y que depende también muy estrechamente pero en sentido
nso -

decreciente del tipo de interés r que se admita para capitalizar los fon-
dos. Entre r = 5% y r = 11% se ha podido establecer que dicha corre-
lacién adopta la forma exponencial negativa

~1.840 (r-0,07) 22
Y. 5 (r=5%.11%)

< n=0

Esta férmula indica que'la reserva actuarial para este grupo asciende
a un equivalente entre 1 y medio y 4 y medio afios de salarios, a los
niveles actuales,

; La reserva R,, correspondiente al personal reciente y
joven, es la segunda parte de la sumacién (4.1), en la cual la variable
n es superior a 20 afios, llegando hasta 40 afios, que es el valor mdximo
que podria tener (para empleados que ingresaron con 15 de edad).
Todo este personal se jubilaria al cumplir la edad X, a la cual la vida
media probable es E (=20.77 afios a los 50 de edad, para mujeres; y
16,86 afios a los 55, en hombres) * .Ademds, si los salarios aumentan
siquiera al 10% anual (s >0.10) todos los que hoy no sean menores

Ry{=3.,003 x 10

(*) Ver Tabla.Colombiana de Mortalidad, 1.957.



a $600 mensuales, dentro de 20 o mds afios, cuando se jubilen estarian
al nivel de $4.000 o mds por mes, y la pensién de jubilacién serd M.
Si el nimero de personas en estas condiciones es N,, la reserva ac-
tuarial en la fecha serfa pues

35 0 ngo f n
M E, /1, <M a(E,r)N,o (L 71 1-
nzz:o (TTS.) i feo K7 BNz (e L 20) 20 (ﬁg‘)

de manera que la reserva necesaria per cépita es inferior a

M a(e,r)X(1c/ L_ 20 X1-p)* U 1+s)/(1+8)° U(s+p)

por ser q16<< 1, prdcticamente depreciable, Para hombres, con r = 10%
de interés, con aumentos futuros de salarios al 10% cada afio (s = 0,10),
y en una empresa con tasas de retiro del 10% o m4s al afio (p>0.10),
la reserva per cdpita es menor que

0
$36 x 10 x a(17, 0.10) (l55/1;5) (0.9/1.1F%x 1.1/0.2 =

$36 x 10% x 8.0215 x (70360/81799) x0.8182° x 5.5 = $24.200

Un célculo similar permite ver que la reserva para mujeres es menor
que $25.000-por cada una, a méds de 20 afios de jubilarse, Naturalmente,
se trata aqui’de cotas superiores para este estimativo, cuyos promedios
per cépita en la realidad son mucho menores.

S5.- Apropiacién periddica. g, yez de constituir en la fecha
el fondo de reserva para cubrir las jubilaciones futuras del personal
en servicio, puede recurrirse a la medida alternativa de formarlo
en el transcurso de tiempo, mediante apropiaciones periédicas cuya
cuantfa es proporcional a la de los salarios,

: Si para cada empleado se apropia una proporcién f de su
salario Sy en el afio k ésimo a partir de la fecha hasta que se jubile,
formando un fondo que recibe intereses del 100r por ciento anual,
se acumulard una suma igual a

n
f z S (1 + r)n‘k
k=1

y su reserva necesaria para jubilarlo, a la edad x = n+y, cuando so-
brevivird e (x) afios m4s, en promedio, es
) P s

P a(e,r)

Siendo q(n) la probabilidad de permanecer n afios en la empresa, el
balance financiero se expresa para cada persona en la forma

1i
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(5.1) £ Sk (1+ 2K = Pafe,r) gn) /1y
k=1

Admitiendo el crecimiento de salarios a la tasa de 100 s por ciento a-
nual, es S = S (1+s)k en donde S es el salario actual de cada uno,
y la suma de la izquierda en (5.1) es

S i‘ (1+s)k(1+r)n-k = 5
k=1

Por otra parte, habiendo admitido que g(t) es de la forma (l-p)t, all
sumar la igualdad (5.1) para todo el personal, y despejando f, se tiene

(1+s)rl = (1+-r)n

.S (1+s)” (1-p)" a(e,r) LA
e [(1+s) n_ (m)“]

(5:2) £ = 0.75/(s -r)

en donde la suma se extiende a la totalidad del personal o solo a una
parte debidamente delimitada,

También en este caso conviene clasificar el personal por
el mimero n de afios que le falta para jubilarse, No es dificil ademds
demostrar que, si el limite superior de la sumacién es m = maxn,
f es funcién decreciente de m, En talvirtud, al suspender la sumacidn
en cualquier valor de n que deje por fuera alguna parte del personal
se comete una sobreestimacién de f, tanto menos seria cuanto més
se haya avanzado en n, La experiencia ha demostrado que al suspen-
der la agregacién al llegar a n =20, y omitir el personal que estd a
mds de 20 afios para jubilarse, el error absoluto (por exceso) come-
tido al calcular f segin (5.2), con n desde 1 hasta 20, es inferior a
una unidad porcentual (1%) para todo r mayor de 6.5% anual, desde
que se corrija debidamente en la relacidn que hay entre salarios
del personal cubierto y némina total, Es decir, que un estimador
eficiente para la fraccién f es la expresién

S (148)” (1+p)” a(e,r) ]x/]y Lso

(5.3) f =0.75 (s-r) B=°

20 Jo
Z S (1+s) - (1+4r)"

n=o
en donde L,, indica la suma de salarios del personal conn <20, y L
la de todo el personal empleado (con n Z 20).
El cédmputo numérico realizado para varias empresas con-
duce a valores para f que estdn comprendidos entre 11.5% y algo
mds de 6% para valores del tipo de interés r comprendidos entre el



6% anual y el 10% anual. De hecho, el porcentaje de salarios que debe
apropparse al fondo (100 f por ciento), calculado segin este procedi-
miento,  exhibe una estrecha correlacién con r, cuyo ajuste puede re-
presentarse por la férmula empirica,

f.=9.5 (0.07/r)1'16 por ciento

La férmula indica que a los tipos usuales de interés para
estas reservas (de 6 a 10%), deberfa apropiarse al fondo de jubilaciones,
y en forma periédica, una suma equivalente a un porcentaje entre 11%
y el 6.2% de los salarios totales de la empresa.

Ver graficas en péginas 14 y 15
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